Hohere Kurven
— ein Konstruktionsprinzip —
Eckart Schmidt

Der Obertitel weist auf ein Buch hin von H.
Schmidt [1], das eine Fiille von Erzeugungsweisen
fiir Kurven hoéherer Ordnung enthdlt. Ergdnzend
wird hier ein Konstruktionsprinzip aufgezeigt, das
viele bekannte Kurven — wie z.B. Zissoide,
Strophoide, Trisektrix, Kardioide wu.a. — als
Spezialfille erzeugt: Ausgehend von einem
Kegelschnitt werden Kreise gezeichnet, deren
Mittelpunkte auf dem Kegelschnitt liegen und die
einen festen Kreis um einen Brennpunkt beriihren.
Spiegelt man jetzt einen Punkt der Hauptachse an
den Kreisen dieser Schar, so erhdlt man als
Ortslinie ein Beispiel der hier untersuchten
Kurven. — Gearbeitet wird in kartesischen bzw.
Polarkoordinaten.
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Zwei Beispiele

Wihlt man als Bezugskegelschnitt einen Kreis und ldsst den
Beriihrkreis zum Mittelpunkt dieses Kreises entarten, so haben
die Scharkreise ihre Mitten auf der Kreislinie und einen
gemeinsamen Punkt im Mittelpunkt des Bezugskreises. Wihlt
man ein kartesisches Koordinatensystem, legt den Ursprung in
den Mittelpunkt F' des Bezugskreises vom Radius p und gibt
dem zu spiegelnden Punkt O den Mittelpunktsabstand ¢, so
liegen die an den Scharkreisen gespiegelten Punkte Q" auf einer
Kurve mit der Polargleichung

(> =122 p>— (> +r)g*r*+2¢°r’ cosp =0.



Die nicht unerheblichen computergestiitzten Herleitungen seien
hier und weiterhin unterdriickt.
Legt man den Pol in den Punkt Q, so ldsst sich die Gleichung
besser interpretieren:

q" +r(q> = p?)+2qr(q> —2p*)cosp — 4¢> p>cos*p..
Fir einen Punkt @ auf der Kreislinie mit dem
Mittelpunktsabstand g = p erhélt die Gleichung die Form

r= —§(4cos¢ —secQ)

Fiir einen Punkt QO mit dem Mittelpunktsabstand ¢ = V2 p erhilt

man eine Lemniskate mit der Gleichung
r2=4p*—1+2cos?p).

Bezugskegelschnitt Kreis

Bezugskegelschnitt sei wieder ein Kreis vom Radius p, erginzt
durch einen konzentrischen Beriihrkreis vom Radius p|. Nun

kann der Beriihrkreis die Scharkreise auflen bzw. innen
beriihren; dies sei durch ein positives bzw. negatives Vorzeichen
von p beriicksichtigt. Der an den Scharkreisen zu spiegelnde
Punkt O habe vom gemeinsamen Mittelpunkt F' wieder den
Abstand ¢. Die Ortslinie der Spiegelpunkte erhédlt dann
entsprechend die Polargleichung
—(@*=2pp+ p?y+(p*—q)r?
+2qr(2p*=2pp—q*+ p*)cosp +4qg*(p — p)*cos’p =0,

wenn man den Pol in den Punkt Q legt.



Fiir ¢ =0 ergeben sich offensichtlich Kreise um F mit dem

@p-p)p
p
Weitere Beispiele:

Radius , die fir p=0 punktférmig entarten.

Strophoide: » =—p(2cosp —secep) (fir g = p, p=(li\/§)p)

Ergénzt sei die Bedingung
2pp=q*+p*.

fiir doppelt belegte Kreise mit der Gleichung
r=-2gcose.

Ein Beispiel:



Kreis: r=-2gcos¢e (fiir q=4?p:2p)

Bezugskegelschnitt Parabel

Die Parabel sei durch den Abstand des Brennpunktes von der
Leitlinie, d.h. durch den Halbparameter p gekennzeichnet. Der
Punkt O habe vom Brennpunkt F' den gerichteten Abstand ¢
(positiv, wenn Q mit dem Scheitelpunkt auf einer Seite des
Brennpunktes liegt). Die Gleichungen der untersuchten Kurven
werden in einem Koordinatensystem beschrieben, dessen
Ursprung im Punkt Q liegt. Ihre Polarform ergibt sich zu

—(¢*-2pp+2qp+ p?)
+p(p—29)r*
+2pr(2pq —3q*—2qp + p*)cosg
+(2pq—q*—2qp— p?)’cos’p =0.
Die folgende Zusammenstellung von Beispielen wird erst vor

dem Hintergrund einer allgemeinen Diskussion im néchsten
Abschnitt versténdlich.

P = 0 Liasst man den Beriihrkreis im Brennpunkt

entarten, so ergibt die Kurve z.B. fiir den an der Leitlinie
gespiegelten Brennpunkt einen Kreis:

g Bt X N A

Kreis: (x+8?p)2+y2 ——=0 (fir p=0,g=2p)



q = 0 Legt man den Punkt QO in den Brennpunkt, so
erhilt man Pascalsche Schnecken, die fiir p=0 punktférmig
und fiir p=2p kreisformig entarten; fiir p = p ergibt sich der
Spezialfall einer Kardioiden.

Kreis: r=-4pcose (fir q:O,'p=2p)

F=Q

Kardioide: r» = p(xl—cose) (fiir g = 6, pP=p)

_Pp
q= 5 Legt man den Punkt Q in den Scheitelpunkt, so

erhdlt man je nach Wahl des Beriihrkreises die verschiedensten
Kurven, z.B. den Scheitelkrimmungskreis:

Kreis: r=-2pcose (fiir qz%zp)

Weitere Beispiele:



FTa
Gerade: x=2p (fiirg zg, p= —37]? 5
Zissoide: r = —g(cosw —sece) (fiir g :g’ p= —g),
Strophoide: »=-2p(3+ 2\/5)(2 COS @ —sec )
(fir g=7. p=7.(5%42)),
Trisektrix: r=-2p(4cosp —secp) (fir g= %’ p= 57p ),
Trisektrix: r = %(4 cosp —secp) (fur g= £, p= —%)

qg=>pr

Legt man den Punkt Q in den Schnitt von Achse

Lemniskate r?=8(3— 2\/5);92(—1 +2cos?)

(fiir g=p, p=(1-v2)p).
Interessiert man sich speziell flir kreisformige Entartungen, so
liefert die Bedingung

2pq=(q+py
weitere Beispiele.

2
Kreis: (x+ g)z + y? = 4p?



AbschlieBend sei angemerkt, dass sich der
Scheitelkriimmungskreis mit einem Beriihrkreis durch den

Q2 F Gl

Kreis: r=F2pcosg (fﬁrq:%ip,ng)

Allgemeiner Bezugskegelschnitt

Nach den Bezugskegelschnitten Kreis und Parabel mit
speziellen Beispielen sei jetzt eine allgemeingiiltigere
Betrachtungsweise versucht. Dazu sei der Bezugskegelschnitt
durch die GroBen p und & einer brennpunktsbezogenen

Polargleichung  r -— P gekennzeichnet. Dabei wird

I+¢&cose
bei der Hyperbel nur ein Ast erfasst. Liegen die Mitten der
Scharkreise auf dem zweiten Hyperbelast, so ist ein
entgegengesetztes Berilihrverhalten bzgl. des Beriihrkreises zu
berticksichtigen.

Fiir £=0 und &£ =1 miissen sich die Ergebnisse fiir Kreis und
Parabel reproduzieren. Fiir 0 < ¢ <1 sind Ellipsen und fiir 1< ¢
Hyperbeln Bezugskegelschnitte. Der gerichtete Abstand des
Punktes O vom Brennpunkt sei weiterhin g. Die Diskussion der
Kurven erfolgt wieder in einem Koordinatensystem mit dem



Ursprung im Punkt Q. Die Gleichungen der Kurven haben dann
die Struktur
k, +k,r*+kyrcosg +k,cos*p =0
mit k, =—(q*>-2pp +2q&p + p*),
ky=(p-q-q&)p+q-q¢),
ky=212p*q—q’ =3pq*s + q’€* = 2pqp + qp* + pep* — q&*p?)

und &, =(2pq—q*c—2qp—gp?).

Fiir diese Koeffizienten bestitigt man den Zusammenhang
4q(q+2ps—q&rk, —4k,k, + k> =0 .

Eine Diskussion dieser Kurvengleichungen lésst sich vielleicht

mit dem zweiten Koeffizienten beginnen, der fiir Q in einem der
Scheitelpunkte Null wird.

kz =0 Legt man den Punkt @ in einen der

Scheitelpunkte mit g = , so wird k; gleich Null und die

tl+¢
Kurvengleichung hat die Form

r=——%cosg —ﬁsecqo
k3 k3 ’

die fir k, =—k, eine Zissoide, fiir k, =2k, eine Strophoide
und fiir k, = -4k, eine Trisektrix ergibt ([1], S.50). Fiir £, =0
erhdlt man Geraden, fir k&, =0 Kreise. Beispiele sind die
Scheitelkrimmungskreise:

1. Scheitelkriimmungskreis: »=-2pcose (fiir g = IL =p)
+&




kz e O) k4 =0 Legt man den Punkt Q nicht in einen
Scheitel, so erhilt man fir

ky=2q(p-p)-&(g®>+p*)=0
Kreise mit den Gleichungen

LSy
2k, 4k,?
Ein Beispiel: Dazu sei Q der am zweiten Leitkreis gespiegelte
2p

Brennpunkt mit g = — .

2
Kreis: (x_8—p)2+y2 :16—p (fir ¢ :2_p’ p=0),
(—4+¢&»e (-4 + &%) &

kz * Oa kl =0 Legt man den Punkt Q nicht in
einen Scheitel, so erhidlt man fiir

k=0 < 2p(ge—p)+(g>+p>)=0
Kreise mit den Gleichungen

k3
r=——-C0SQ.
2k,

Beispiele sind die doppelt durchlaufenen
Scheitelkrimmungskreise:

_p(+2¢) _p )

Kreise: r=12pcose (fiir g = 1 P
+l+¢ t¢



kz * 0: k4 * O> kl * O> k3 =0 In diesem Fall erhilt

man doppelsymmetrische Kurven mit den Gleichungen

r?= —i(k1 + k,cos?p),
k,
die unter der zusitzlichen Bedingung k, = -2k, zu Lemniskaten

entarten  ([1], S.77). Ein Beispiel fiir eine gleichseitige

Hyperbel:

~
~
=
=
< /

Lemniskate; r? = p*(=1+2cos?p)
(fir 6=~/2, g=~2p.p=-p).

kz * O: k4 * 09 kl * Oa k3 %0 Abschlieflend sei

eine weitere Interpretationsmoglichkeit der Kurvengleichung
aufgezeigt: Legt man den Punkt O in einen der Brennpunkte,

dh. ¢=0 oder ¢g= 21p 82 , so erhdlt die Kurvengleichung
-1+¢

unter Beriicksichtigung des Koeffizientenzusammenhangs die
Form
(2k,r + kycosp)* +4kk, =0,
hinter der sich Pascalsche Schnecken verbergen ([1], S.125).
Fiir ¢ =0 haben die Pascalschen Schnecken die Gleichung

r= —%(e‘pcoscoi 2p-p)),

die fir p= fp Kardioiden und fiir p=2p doppelt

tl+¢
durchlaufene Kreise ergeben.
Fir ¢g= % erhalten die Pascalschen Schnecken die
Gleichung
r= w(iﬂpez —p+ep)telp—p+eip)cose),

p(-1+ &%
die fir p=+4qg Kardioiden und fir p=-g doppelt
durchlaufene Kreise ergeben.
Beispiele:



F=Q

Kardioide: r=-— 4pe (£l+cosp) (fir g=0, p=2_p)
(+e) l+e&

Kreis: r=-4pecosep (fir ¢g=0, p=2p)

.. 4pe . 2pe
Kardioide: r= (£1+cosp) (fir g = =—p)

(1+¢) —1+&?

2pe __£)

Kreis: r=4pegcosp (fir g = =
—1+¢&? £




Mit einer symmetriereichen Konstellation fiir eine Ellipse mit

der numerischen Exzentrizitat 5:7 sei abschliefend ein

vorldufiger Schlussstrich gezogen.
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